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PROBABILIDADES OBJETIVAS VERSUS PROBABILIDADES “RISK-
NEUTRAL”

Roberto Cintra
ABSTRACT
Para evitar arbitragem, os precos dos derivativos tém que ser calculados via probabilidades que pertencem a um
espaco de probabilidade “risk-neutral”, enquanto os agentes de mercado apostam utilizando um espaco de probabilidade
objetivo (ou do mundo fisico). Relacionar ambos estes espacos é relevante para se entender o que esta sendo precificado nos
precos dos ativos.

Roberto Cintra é pesquisador do GV Invest — FGV/EESP e professor convidado do Mestrado Profissionalizante em Economia — Finangas
Quantitativas.



ARBITRAGEM

Uma caracteristica de um mercado eficiente é que nenhuma estratégia de trading consegue tornar zero em
algo de valor positivo sem que se corra o risco de transforma-lo num valor negativo; caso contrario, diz-se que
haveria a possibilidade de arbitragem. Assim, o conceito académico de arbitragem é ter a chance de ganhar sem
o risco de perder.

Imagine-se, por exemplo, um ativo que, daqui a 1 ano valera 120 ou 150. Se a taxa de juro de 1 ano é de
20% e o valor do ativo hoje é 100, entdo o mesmo da uma chance de arbitragem... tome R$100 emprestado e
compre o ativo. Daqui a 1 ano, na pior das hipéteses, o ativo valera R$120 e vocé podera pagar sua divida
corrigida pelos juros no periodo. Na outra Unica alternativa, o ativo valera R$150 e vocé pagara sua divida e
ganharad R$30. Numa situagdo assim, o melhor a fazer é tomar o maior empréstimo possivel e comprar o
maximo que conseguir deste ativo. Uma arbitragem é, desse modo, algo espetacular e quanto mais vocé
conseguir alavancar para efetua-la, melhor!

NAO-ARBITRAGEM

Se, por um lado, todos desejam “arbitrar”, no sentido de realizar uma arbitragem, por outro lado, ninguém
deseja ser “arbitrado”. Afinal, quem gostaria de, sempre, na melhor das hipéteses, empatar?

No limite, usando o raciocinio do paragrafo anterior, 0 mais provavel € ndo haver arbitragens, porque se
todos as buscam, entdo elas ndo existem ou, se existirem, durardo pouco tempo.

Ha um “mundo” ficticio no qual todos os ativos, ou melhor, todos instrumentos financeiros, apresentam o
mesmo retorno esperado. Neste mundo paralelo, tanto faz uma carteira de ac¢des ou titulos do Tesouro, 0
retorno esperado é exatamente o0 mesmo e, assim, ndo é possivel ganhar nem perder e, portanto, é livre de
arbitragem! Nesse mundo, a medida de probabilidade é ajustada, de modo que, a equivaléncia dos retornos
esperados acontece; diz-se que tal medida é “Risk-neutral”.

Fischer Black e Myron Scholes, no seminal “The pricing of Options and Corporate Liabilities”, numa das
etapas cruciais do desenvolvimento do seu famoso modelo, chegam a conclusdo de que o retorno esperado da
posicdo com hedge tinha que ser o juro de curto prazo (ou seja, livre de risco).

A rigor, para qualquer derivativo, o paradigma de aprecamento € exatamente o de que o retorno esperado,
no espacgo de probabilidade neutro ao risco, € a taxa de juro de curto prazo.

NAO-ARBITRAGEM NO MERCADO DE JUROS FUTUROS

O Banco Central do Brasil(BC), assim como muitos outros bancos centrais pelo mundo, segue um regime
de metas de inflacdo. Assim, o BC define a taxa de juro de curto prazo “a taxa SELIC”, em reunides de seu
comité de politica monetaria (COPOM).

Na BM&F, ha um dos mercados futuros de taxas de juros mais ativos em todo o mundo — os DlIs futuros —
no qual os “players” ou buscam “hedge”, para suas exposi¢cdes em taxas de juros nominais, ou fazem seu
posicionamento/especulagdo, considerando suas expectativas quanto a trajetoria dos juros de curto prazo.

Os precos de Mercado para os derivativos, ai incluidos os Dls futuros, sao definidos num espaco de
probabilidade neutro ao risco (Shreve, 2003), implicando que o retorno esperado é a taxa de juro livre de risco,
gue seria o CDI? no Brasil. Desse modo, simetricamente, qualquer probabilidade diretamente obtida a partir
desses precos é, necessariamente, uma medida neutra ao risco, com as respectivas consequéncias. Em



particular, para o DI futuro, recente trabalho de Silva (2016) discute as trajetérias implicitas das taxas de juros
nesta medida neutra.

Para exemplificar, escolhe-se um contrato futuro em que ha apenas uma reunido do COPOM entre a data
atual e o vencimento do referido contrato. Com tal escolha, a taxa de curta prazo definida pelo comité de politica
monetéria, definird o preco do futuro. Admitindo-se, simplificadamente, que o COPOM s6 tem duas opcoes,
automaticamente implica que o valor, no vencimento, dos contratos futuros de taxas de juros, pode ser modelado
como um evento binario*:

Considerando a Figura 1, tem-se que o valor do contrato depende, num contexto livre de risco, da taxa de
juro de curto prazo em vigor (jo) e da taxa a ser definida na préxima reuniéo(jl); em outras palavras, 0s juros

acumulados entre hoje e o vencimento do contrato dependem dos juros vigentes e daqueles do periodo pos-
reunido:
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De forma mais geral, o prego de mercado de um instrumento “V”, V, depende da esperanca matematica
do seu valor num prazo “t™
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A “esperanca” em (3) nada mais é do que a média dos valores possiveis ponderada por sua probabilidade
de ocorréncia. Em particular, no caso de interesse dos futuros de taxas de juros, o fator de desconto ja esta
incluido nos precos, assim (3) colapsa para:

Vo=gx V1+[:1_q) XV, Vi<V<V, (4)
Portanto, a probabilidade “risk-neutral” é:
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Ocorre que o mundo fisico ndo é neutro ao risco, e é necessario reconciliar as chances do mundo neutro
ao risco e do mundo fisico. Visando tal reconciliacdo, assume-se que ha um prémio pelo risco(no mundo
fisico)que € proporcional & volatilidade:

GZZ(Vl—VZ)prX(l—p) (6)
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Em (6), “p” € a medida objetiva de probabilidade e “\” corresponde ao “Market price of risk”, ou seja, a
razdo entre prémio (8) e volatilidade (o). O preco de mercado é Unico. Assim reescrevendo (4) para incluir o
prémio pelo risco na nova medida de probabilidade:

Vy=pxV,+1-p|xV,=§ (8)
Em outros termos, (8) diz que o pre¢o de Mercado ja contém um desconto correspondente ao prémio pelo

risco mencionado.
Substituindo (4) e (7) em (8) e rearranjando:



q=p—AVp(1-p) 9)

Desse modo, quando o “preco de Mercado do risco”, A, é positivo, (9) implica que a probabilidade objetiva,
p, € maior do que a “Risk-neutral”, exceto para os valores 0 e 1, porque ha (ou deveria haver) um prémio positivo
por correr tal risco.

Resolvendo-se (9) para a medida p:

b= 2q+2 F AV A% +4q—4q
2(1+2%)

Em (10), o sinal € 0 mesmo que o de .

No atual momento, a meta SELIC é 14%. A taxa CDI, porém, geralmente apresenta um “descolamento”,
valendo menos do que a taxa-base. Atualmente, tal descolamento € da ordem de 0,12%, ou seja, o CDI é
13,88% ao ano.

Para exemplificar, considere-se o contrato Janeiro 17, DI1F17, cuja taxa era 13,74% a 41 dias uteis do
vencimento e a 11 da reunido do COPOM. Considerando-se as taxas e substituindo em (2):

(10)
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Portanto, a taxa CDI implicita no periodo é de 13,68% e, adicionando o descolamento, a Selic implicita
correspondente é de 13,80%.

Os referidos contratos DI tém um valor que se relaciona a taxa de juro, para o prazo “t”, em dias Uteis, até
0 vencimento, através da relacao:

.,__ 100000
Precolt ’1)27; (12)

(14

Assim, tanto faz se falar em taxa ou em “PU"(preco) para o referido contrato, sdo conceitos equivalentes.
Para o contrato considerado, tal valor € de 97927.

Retomando o modelo binario apresentado na Figura 1, e, arbitrariamente, assumindo que na proxima
reunido do COPOM, ou a taxa basica permanecera em 14% ao ano ou sera reduzida a 13,50%: usando (1), se
ndo houver alteracdo na taxa-base, entdo a taxa no periodo seria 13,88%, e de (12) o preco correspondente
97908; se houver uma queda de 0,50%, entdo a taxa seria 13,514%, preco 97959. Substituindo-se o0s precos
obtidos (5):

97927—-97959 —32
_ =732063
9797908—97959  —51 (13)

O resultado (13) implica que a probabilidade neutra ao risco para a decisdo 1(manter a taxa), dados os
precos, € 0,63. Observando-se a Figura 2 ou usando (10), para A entre 0 e 1, a probabilidade objetiva, p, esta,
grosso modo, entre 0,63 e 0,91 de que a taxa SELIC n&o se altere.

Se, por outro lado, as opcdes forem entre 0 e 0,25%, entéo:

97927-97933  —6
_ = =5 024
9797908—97933  —25 (13)




Em que 97933 é o preco do contrato para uma taxa de 13,70% no periodo. Novamente, da Figura 2 ou
usando (10), para i entre 0 e 1, a probabilidade objetiva, p, estara entre 0,24 e 0,70 de que a taxa SELIC néo se
altere.

CONSIDERACOES

Para agentes que atuem em mercados derivativos, entender o que esta nos precos e comparar as proprias
expectativas/convicgdes no nivel de probabilidade objetiva (ou do mundo fisico) é relevante. Adicionalmente, os
precos de mercado também podem ser usados para se estimar o quanto o mercado remunera por unidade de
risco (\*), para uma dada aposta quanto as possiveis decisées numa reunido do COPOM de interesse.

Ha subjetividade no contexto aqui delineado, quando se fala de probabilidades implicitas, haja vista as
mesmas serem condicionais tanto ao modelo para a variavel aleatéria como aos préprios limites arbitrados (ou
0,50% ou 0,25% no exemplo explorado); de todo modo, para o contrato em questédo, pode-se dizer que, mesmo
considerando 0 ou 0,25%, na medida objetiva, 0 mercado esta dividido entre ndo alterar a taxa ou reduzi-la de
0,25%... sera que ha um prémio ai?

NOTES

2 A rigor, a taxa SELIC é a taxa livre de risco, mas o passivo nos mercados futuros domésticos é o CDI acumulado.
3 Outras possiveis abordagens para a variavel aleatéria, que ndo a Bernoulli, sdo possiveis, dependendo do objetivo.
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Figura 1: Visdo esquemética da formacédo de preco do primeiro contrato de taxas futuras.
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Figura 2: Medidas de probabilidade, p x q




